République Tunisienne
Ministeére de ’Enseignement Supérieur
et de la Recherche Scientifique
Concours Nationaux d’Entrée aux Cycles
de Formation d’Ingénieurs
Session 2021
Concours Mathématiques et Physique
Epreuve de Mathématiques I
Session 2021 Date : 21/06/2021 Heure : 8H Durée : 4 heures

Un corrigé

Partie I : Préliminaires

1. Calcul de I,
(a) Appliquons le théoréme de continuité sous signe intégrale.

h: Rx[0,+00] — R
Soit la fonction e—(1+t2)§
(x,1) -
1+¢2

o Vz € R, t — h(z,t) est continue par morceaux sur |0, +0o0.
eVt € [0,400[, z — h(x,t) est continue sur R.

1
oV(z,t) € R x [0,400], |h(z,t)| < 1

+ 12
Ainsi, % est continue sur R.

et la fonction majorante est intégrable sur [0, +o00].

_z2

2
D’autre par, 0 < h(z,t) < L pour tout (z,t) € R x [0, +o0[. Donc, par intégration, 0 < F(x) <

1+t
22 +oo dt T a2
e 2 /O ke 5@7. Donc on peut déduire que :EEIEOO F(x) =0.
h: Rx][0,+00] — R
(b) Soit la fonction o—(1+2) 22
(CC, t) — _—

1+t
oYz > 0,t+ h(x,t) est continue par morceaux sur [0, +00| et intégrable sur [0, +o0.

eVt € [0, +o0], x + h(z,t) est de classe € sur ]0, +oc[ et l'on a :

oh 2
V(@,t) € R} x [0, +oc], %(w,t) = —pe ()T

oh
oV > 0,t+— ——(z,t) est continue par morceaux sur [0, 4+00|.

a2
e Si [a, b] C]O, 400, < be~ ()% et la fonction majorante est intégrable sur [0, +oc].

oh
% (I, t)
Ainsi, .7 est de classe €' sur |0, +oo[ et 'on a Vz > 0,

oo 2 z2 —z2 oo —z24?
F'(z) = —ac/ eI Tt = —xe2/ e 2 dt.
0 0

En utilisant le changement de variable u = zt, on obtient :

, 22 too  _ 2 22
ﬁ(m)z—e?/ e2 du=—ae2 .
0

T T 2
Donc, pour tout x > 0, F(x) = / F'(t)dt + cte = —a/ e 2 dt + cte. Or .7 est continue en 0, alors
0 0

oo dt
F(0) = cte — / _
0

F@)=—a [ eFars]
—_— .Dou ¥ (2) = —« e 2 dt + —.
142 0

2

1
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(c) Ona, Vo > 0, F(z) = = — a/ e 2 dt. En faisant tendre = vers +oc0, on obtient 0 = 5 a? et comme
0

2
a > 0, alors a = g D’ou:
1 +o0 42 1 /+oo 42
I = —— e(t)e 2 dt = — ez dt=1.
‘ V2T /_oo ( ) V2T )
) 2
(@) Sif e ¢p(R) alors f(t)eTt < Hf||ooeTt et la fonction majorante est intégrable sur R, donc I existe et on
a:
+oo +o0
< o= [ l@leFaes o= [l at =l
i (GR) o) — (R,H)
L’application f - 1 / toe F(t)e = q est linéaire ( par linéarité de I'inté-
V21 J_xo

grale ), de plus |If| < || f||co- Donc 7 est continue et comme H = kery = 4~ ({0}), alors 7 est un fermé de

%»(R) comme image réciproque d'un fermé par une application continue.
2

g2 g2 1 _
(b) Pour toutn € N, fn(t)eTt — 2ne7D =0 <t2> donc la fonction ¢t — f,(t)e 2 est intégrable sur R, donc
o

I, existe. A I'aide d’une intégration par parties, on a :
1 Foo —t2
Iy, = — / t*e 2 dt
fn /27_[_ w

1 —2 ]t 11t —2
= | ——t*"Tlem — t2"+1(—t)e 2 dt
2n+1 _ o + 1927

o0

o0 —t
222 dt

27’L+1\/27T /—oo

1
= — 1 .
2n 1 I
2n)! on)!
On montre par récurrence sur n € N que Iy, = (2;;)' Eneffet, Iy, = I. = letsi Iy, = (27:;)' alors
(2n)!  2n+2)! (2(n+2))!

Ifn+1 = (271—1—1)Ifn =2n+1

2npl (204 2)2nn! 20 tl(p 4 1)1

(o)
_1)"
(c) Puisque f est bornée, alors Iy est bien défini. On a cos(mt) = Z ((2 i' eng2n pour tout ¢t € R, donc :
n)!
n=0

(SO ) a1 [P
e [ () Foe g [ B

_1)n .2
ou hy(t) = ((273! 2o

Les fonctions h,, sont continues par morceaux et intégrables sur R.. La série E hyn, converge simplement vers

neN
_e2 +°<>
x + cos(mt)e 2 qui est continue par morceaux sur R et la série numérique E / hy(t)|dt converge

neN*

400 2n 2n
puisque / |hn(t)|dt = )l Iy, = S qui est le terme général d’une série convergente. Donc on peut
NS ! !

intégrer terme a terme la série :

If:i/mhn(t)dt:iwziwzeﬁ
n=0" ~>X =0 ) '



3. Calcul de I,

(a) Puisque xgrfoo f(z) = 1 alors mgrfoo |f(z)] =

l

, donc pour ¢ = 1, il existe A > Otelquez > A =

[|f(z)| — |l]| <1.Donc |f(z)| < || + 1 dés quez > A.
Par ailleurs f est continue sur le compact [0, A], donc il existe £ > 0 tel que Va € [0, 4], |f(z)| < K. Ainsi,

Va € [0, +o00],

f(z)] <max(]l|] + 1, K) et donc f est bornée sur [0, +00|.

, -2 1 1+82\ -2 =2
(b) Ona ¥'(t) = e 2 + 2 = e 2 ~ e 2 .Dautre part, par le théoreme d’intégration des

ﬁe t2 +o00

relations de comparaison, on en déduit que

2 [T _,2 2 [T 2 1
Ba) e [ et b [ W=t ol - .

+00 “ €

1
(c) Comme @, est continue sur Ry et lim ®.(x) =0 (car ®.(z) ~ — ), d’aprés 3 (a), il existe M > 0 tel que
T—+00 +oo T

Vo S R+,

O (x)] < M.

De méme pour la fonction z — z®.(x).

4. (a)

5. Pour f € 4(R)ett € R,

Partie II : Un endomorphisme de %;(R)

2
Puisque f est bornée sur R, la fonction ¢ — f (t)eTt est intégrable sur [z, +00[, donc ®¢ est bien définie

pour tout x € R.
Pour toutz € R,ona:

—+o00

1B ()] < [1flloceT / et = ||flleo®e (2) < M]|f]|oo

T

et
—+o00

22 -2
1@ ()] < || |ooze? / ¢ dt = | flloca®e(z) < M| £l

T
“+oo

Sife ji”alors/

x

g2 z 42
f(t)e2 dt = —/ f(t)e2 dt. Par suite
—00

o
22 +

Qp(—x)=ez2 f(t)e%gdt = —eé /x f(t)e%gdt = —eé /

x —00

—x

F(t)e ™ dt

Par le changement de variable © = —t, on obtient

2 +o0 2

Dp(—x)=—e7 (—u)e2 du = —® ().

T

Donc pour z € RT

()| = 9 72)] < M| Flloe = M flloc

et
| —a®p(—2)| = 2@ {(z)] < M|| f]|oc-

Ce qui donne les majorations demandées sur R.
F(0) = Ip| < |7(0)] +|17] < 2] [0 done pour € R,

T(f) (@) < M| f—Ipelloc <

2M || f]|oo et de méme |7 ()| < 2M(| f 1| so-

2
De plus T est continue puisque I’application = ((f(t)—1I f)eTt dt est dérivable et 'application x +— e 2z

+oo 22

est continue. Comme elle est bornée, Ty € 6;(R).

T est clairement linéaire, T" est bien un endomorphisme continu de %,(R) puisque ||T%||cc = sup |T¢(z)| <
z€R

2M | floo-



400 42
6. (2) On a T} est le produit de deux fonctions de classe €. L’application x + / ((f(t) — Ip)e 2 dt est
T
g2
dérivable de dérivée z — (—f(z) + If)e 2, donc

Ve e R, Ti(x) = 2Ty(x) — f(x) + I.

22

(b) La solution de I'’équation homogeéne est donnée par y,(x) = ce'2, de plus T est un solution particuliére,
22
d’otl la solution générale x — ce 2 + 1.
7. Pour z € R, Tj(z) = 2Ty (x) — f(x) + Iy et donc |T}(z)| < [aTy(x)| + | f(@)| 4 ;] < 2(M" +1)]| f||oo- Ceci
montre que Ty € € (R) pour tout f € €, (R).

L’application T n’est pas surjective, par exemple I'application f : 2 + cos(z?) est dans %,(R) mais sa dérivée
f': &+ —2xsin(z?) n’appartient pas a € (R).

Partie III : Etude spectrale de T

22 +00 2

8. Onremarque que Vo € R, Te(z) = e 2 / (1—- Ie)eTt dt = ®.(x) — [P (x) = 0. Donc 0 est une valeur propre
de T et e est un vecteur propre associé. ’
Si f est un vecteur propre associé a 0, alors Vo € R, 0 = f(x) — Iy = 0 et donc f = Iy, c’est-a-dire f est constante.
D’ou Ey(T') = ker(T') = Vect(e), I'espace des fonctions constantes.

9. Soit A une valeur propre de 7" alors il existe f € ¢3(R) non nulle telle que 7y = A f. Comme

vz € R, [Ty(x)| = [M|f(2)] < 2M|[f]lo,

d’ou ||| flleo < 2M]|| fl|oo ce qui donne |A| < 2M.
10. (a) Pourtoutz € R, |S(f)(z) — S(g)(x)| = |A|T¢(x) — Ty(x)| < 2M|X|||f — glloo et k = 2M|A| < 1.

(b) Soitz € R,ona |fi(x) — fo(z)| = |h(x)| < ||h|lcc- Supposons la propriété vraie a 'ordre n. On a :

| fav2(@) = fas1(2)] = |S(far1) (@) = S(fu) (@)] < kll far1 — falloo < K" R]loc-

Comme la série géométrique g k™ converge, on en déduit la convergence normale et donc uniforme de la
neN

série Z (fo+1 — fn)-
neN

(c) Soit f la somme de cette série, alors Vz € R, f(x) = li_}m Z(ka —fr) = li_>m fn(x). Par suite f est limite

k=0
uniforme de la suite de fonction (f},)neN-

Comme S(fp) = fny1 et 1i_>m S(fn) = li_>m (h4 AT},) = h+ XT. Par continuité de 'endomorphisme 7', on
en déduit que h + ATy = f.

Partie IV : Restriction de 7' a %} (R)
11. On sait que Vo € R, T(z) = 2Ty(x) — f(z) + Iy, doncsi f € % (x) alors T} est %' sur R et donc Ti(z) =
Ty(w) + 2Th(z) — f'(2).
12. Soit x € R, d’apres la question précédente on a :
T (x)] < |Tp(@)| + 2T ()| + [ f(2)] < 2M || flloc + C1N(f) + [ f'lloc < (max(2M, 1) + C1)N(f)

D’aprés I'inégalité des accroissements finies appliquée a T} on a l'inégalité

Th(x) — TH(y)| < CN(f)|z —y.



13.

14.

15.

16.

La formule de Taylor-Lagrange assure I'existence d’un élément c entre x et y vérifiant :
T _ T T/ (l‘ B y)2 T//
7(@) =Ty (y) + (2 = y)Ty(y) + —5—Tf(c).

Donc

N2
T(@) ~ Ty(0) — e~ 0)T)| = 2 o) <
Partie V : Applications

1 1 O
Pour tout n € N, E(X,,) = 0, puis par linéarité de 'espérance E(M,,) = ﬁE(Sn) = NG Z E(Xy) =0.
k=1

De méme, V(X,,) = E(X?) — E(X,)? = E(X?) = 1, puis par indépendance des variables X,,, on a V (M,,) =

1 n

=3 V(Xp) =1

n k=1

Soit ¢ > 0. La variable aléatoire M,, admet une variance finie, d’apreés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on

obtient : Vo) 1
p(Ma] 2 £) = p(IMy = E(My)| 2 2) < =5 = =,

Xi+1 " Xi+1 S
it (©) = {0, 1}. Par conséquent, l; = ”;n

Ona X;(2) = {—1,1},donc X;+1(Q2) = {0,2} et

est

i=1
Xi+1 1 Xi+1
une variable aléatoire a valeurs dans [0, n]. De plus p ( l;— = 0> =p(X; =-1) = 3 etp ( Z;— = 1) =

Sp+n

suit une loi de Bernoulli de paramétre p = 3 et par suite 5 =

1 X;i+1
p(X; = 1) = > donc chaque +

n
X;+1 1 1
Z ( it > suit une loi binomiale de paramétres n et p = 3" P <n, >

2

Sn + n(Q) = [0,n] implique S,,(?) = { 2k —n | k € [0,n] } et pour tout k € [0, n],

s (352 0) - (2) () )

D’apres I'égalité (1) avec © = My, ona — f(M,) + Iy = Tj(M,) — M,Ty(M,). Par linéarité de I'espérance, on en
déduit que

On a donc

Iy — E(f(My)) = E(T§(My)) — E(My)) — E(M,T(f)(My)).
En utilisant I'inégalité (3) avec v = M,, ety = M), ;,ona

X;
T1(040) = Ty (O) = T 04| <

En multipliant par | X;| on obtient I'inégalité demandée.

CN(f)
2n

| X

X2
Vn
Comme E(X;Tf(My;)) = E(X;)E (Ty(My;)) = 0, car les variables X; et T}(M,, ;) sont indépendantes puisque

X[

/ CN(/f)

XiTy(Mp) — XiTy (My;) —

Sp — X; 1
My ="~ = —= 3 Xjet E(X;) = 0. B(X2) =1
VD \/71; i et E(X;) = 0.De plus E(X7) = 1, donc
p(Xinon)) = soe (Lron)) = L eron)
\/ﬁ fuEnge - i \/ﬁ f\Mng _\/ﬁ Mni)),

5



17.

18.

19.

20.

on obtient

B XiTp(M,) — X;T(My;) — — Tf(M i) <
( )

AN
&=
/~

NG

IN

et donc

Par suite

1 - CN CN
Z (f) _ (f)

En utilisant I'inégalité (3), on a pour tout 1 S 1<n
CN(f)|Xi]

‘T],‘(Mn) - T}(Mn,l)‘ § \/ﬁ

On appliquant 'espérance on obtient

B (T3 (M) = B (T3 (M) | <

B (Tj(My) — = 57 B (T (M,
=1

On écrit :

‘E(f(Mn)) - If| = ‘E (T}(Mn) - Man(Mn))‘

B(T}(My) ~ 3 B(TH(My) | +
=1
3CN(f)
< S
o 1 =
DouHIL%E(f(Mn)>—If—m/Rf(t) dt.

On pose f(x) = cos(mx). Par le théoréme de transfert,

E(f(My) = B (f (%))

<

5 N . . 1 k 2k —n ;7\'2
D’apreés les questions 19. et 2.(c), on a nh—>Holo — Z Cn cos <7r < >> =If=ez.

(My,) — X;T( M) — —iT]’c(Mm)




